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Prologo

Las matematicas salvan vidas. Aunque puede que td, querido lec-
tor, estés en desacuerdo con esta afirmacion. Tal vez pienses que las
matemdticas te arruinaron la vida durante la adolescencia. Pero la
verdad es que las matemdticas te mantienen vivo a cada paso que das.
Son las matemiticas las que permiten que los arquitectos puedan cal-
cular la carga de los edificios y de este modo evitar que se derrumben.
Cuando cruzas un paso de cebra, el semaforo esta en verde el tiempo
necesario para que puedas cruzar sin que te atropellen. Y, sobre todo,
son las matemadticas las que hacen posible que un cajero automatico
te expenda dinero si te has quedado sin blanca y, tras haber ligado,
necesitas comprar preservativos. Como te decia, querido lector, las
matemdticas te salvan la vida a diario.

Asi pues, cuando Clara y Enrique me pidieron que prologase este
libro que tienes en tus manos, o bien que sujetas con una protesis, en
caso de no tener brazos —prétesis que han sido disefiadas y fabricadas
gracias a las matemdticas—, senti una inmensa alegria —las matema-
ticas me ayudaron a calcular que mi alegria era mayor que cuando me
enteré de mi tercer embarazo pero menor que cuando me compré mi
tltima videoconsola; o, como lo expresariamos matemdticamente, «3.
embarazo < prélogo < videoconsola»—. Me dije que gracias a esa gran
matemitica que es Clara y a ese gran fisico que es Enrique, ambos
enormes divulgadores, por fin quedaria demostrado que las matema-
ticas salvan vidas, y que para lograr tal objetivo se desentrafaria c6mo
estas intervienen en el campo de la medicina. Eso si, cuando digo



Las matematicas vigilan tu salud

«campo de la medicina», no me refiero a la gente que toma pastillas
«cada dos por tres», ni tampoco me refiero a esos exfumadores que
se aplican parches de nicotina diciendo que «a la tercera va la venci-
da», pero luego van a una boda, recaen y «se quedan mds anchos que
largos». M4s bien me refiero a todo lo que la medicina ha logrado
aplicando las matemiticas. En breve descubrirds la relacién entre estas
y la medicina en cuanto a prevencién de epidemias y colchén de vacu-
nacion, asi como el motivo por el que algunas personas, a pesar de las
pruebas cientificas, optan por prescindir de las vacunas.

Puede que te parezca un tema complicado, pues en efecto lo es,
pero los autores lo han explicado de tal modo que podria entenderlo
hasta un nifo de primaria, e incluso alguien con predisposicién a
llevar una corona en su cabeza. Partiendo de la base, te mostrarin
las matemdticas en toda su sencillez, desnudas, sin ornamentos. Te
irdn proponiendo ejercicios para que, si asi lo deseas, juegues y ex-
perimentes con ellas. Y, cuando por fin hayas dominado el concepto,
aumentardn paulatinamente la dificultad, envolviendo en capas esa
desnudez de las matemadticas para que, en ultima instancia, puedas
entender su complejidad final. Asi que permiteme un consejo: este
libro es para leerlo con cuaderno, lipiz, goma de borrar y mucha
tranquilidad. Solo asi podris disfrutarlo como merece. Y te resul-
tard divertido, créeme. No hay nada como la satisfaccién personal
de lograr entender algo que siempre se nos ha atragantado, ya sean
las matematicas, ya sea la relacién con una suegra. Lo primero se
consigue resolviendo ejercicios; y lo segundo, resolviendo divorcios.
iQué maravillosa ironia es el divorcio! Una divisién en la pareja que
multiplica la alegria entre ambos. Las matemiticas salvan vidas de
forma insospechada, como ves.

Aunque tal vez creas, querido lector, que exagero llevada por mi
admiracion profesional hacia Clara y Enrique. Por eso debo aclarar
que mi amor a las matemadticas se remonta a mi infancia. Y gracias
a esta lectura he comprendido que, cuando en aquella época vendia



Proélogo

papeletas para el viaje de fin de curso, fue la teoria de grafos la que
me permitié llegar a mds gente, ya que a cada conocido le daba 10
papeletas para que se las vendiera a sus conocidos. De este modo, el
viaje de estudios acabé saliéndome gratis, lo cual equivale a pagar
cero euros... Benditas matematicas!

También las matemiticas me ayudaron en aquella excursién con
los scouts, cuando saqué una barra de chocolate y todos empezaron
a pedirme un trozo. Fue tan sencillo como contar cudntas perso-
nas habia en el autobis —unas 70— y comprobar que la pastilla de
chocolate tenia 12 partes divisibles. Tocdbamos a 1 parte por cada 6
personas, mds o menos. Gracias a las divisiones matemiticas, aprendi
que nunca puedes sacar un dulce en publico durante una excursién
si no hay suficiente para compartir. Y que los nifios de 9 afios saben
manejar una navaja si de ese modo pueden conseguir chocolate.

Incluso ahora, en mi etapa adulta, disfruto ensefiando matemati-
cas a mis hijos pequefios y, sobre todo, a mi hijo adolescente. Practicar
las matemdticas con él me ayuda a aliviar la tensién acumulada du-
rante la semana. Como el otro dia, sin ir mds lejos, cuando me senté
junto a su metro setenta y dos de altura a explicarle las ecuaciones
de segundo grado. En un momento dado, harto y frustrado porque
no lograba entender mis explicaciones, grité que para qué narices
queria él estudiar ecuaciones. Le di un pescozén. «j:Por qué me pe-
gasrl», preguntd él. «Para despejarte la incgnita», respondi ya libre
de tensiones.

Gracias a las matemiticas, sé que mis posibilidades de llegar a
ser concejal tienden a cero tras este chiste, pero que las simpatias de
mds de un padre y mds de un profesor crecen exponencialmente al
imaginarse la escena. Porque, querido lector, las matemiticas tam-
bién sirven para sofiar lo imposible e imaginar lo inimaginable, como
estar conectados a través de maquinas que procesan la informacién
en micras de segundo. Y si no, que se lo digan a Ada Lovelace, ma-
temdtica que vivié menos de 40 afios pero que aun asi tuvo tiempo,
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en la primera mitad del siglo x1x, de desarrollar el primer algorit-
mo cuya finalidad era ser procesado por una maquina. Es decir, que
Lovelace fue la primera programadora de ordenadores de la historia.
Y pese a su incalculable aportacién como matemadtica, obsérvese su
insuficiente popularidad, lo cual nos demuestra algo que todos sabe-
mos: las mujeres siempre tardamos mds en hacernos valer y nuestro
trabajo suele estar menospreciado y pasar desapercibido. Pues bien, a
ese mismo obstédculo se enfrentan las matemadticas, tan integradas en
otros campos que parece que no existieran. En cualquier caso, que-
rido lector, ahora vas a descubrir, gracias a Clara y Enrique, que no
solo los médicos salvan vidas. A partir de ahora, recordards con otros
ojos a quien te impartia clases de Matemiticas en la escuela. Porque
las matemiticas salvan vidas.



Introduccion

El libro que tienes en tus manos trata de enfermedades, epide-
mias y vacunas, como habrds podido deducir del subtitulo. Pero
su tema principal es la matemitica. Si, es un libro que tiene por
objetivo principal descubrirte qué puede hacer la matematica para
salvarnos la vida en lo que a epidemias se refiere.

Por si no te habias dado cuenta, te estamos escribiendo direc-
tamente a ti. Sabemos que esta forma de escribir es demasiado
«personal», demasiado cercana. El caso es que a nosotros nos gus-
ta escribir asi, al contrario de lo que se opina generalmente en el
mundo editorial, y por ello desde aqui queremos expresar nuestro
mds profundo agradecimiento a Laura Morrén, nuestra editora, y
a Next Door, por la libertad que nos han dado. También queremos
pedir perdén por el atrevimiento de tratarte con tamafia cercania
sin conocernos de nada. Al fin y al cabo, y siendo justos, nosotros
estamos exponiendo nuestro conocimiento y nuestro desconoci-
miento ante un perfecto desconocido. Creemos que por esa parte
estamos empatados.

Aqui no vas a encontrar descripciones de enfermedades, ni de
sintomas, ni de tratamientos. Lo que estd escondido en estas pagi-
nas es una breve, y esperamos que amena, introduccién a la epide-
miologia matemadtica y otras cuestiones relacionadas. Nuestra meta
al escribir este libro, asi como esperamos la tuya al leerlo, es enten-
der, divertirnos y aprender sobre modelos matematicos que se apli-
can al control de la evolucién de una enfermedad. Ni mas ni menos.
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No te preocupes, que nadie te va a examinar tras leer estas pagi-
nas. Ademds, todo lo que necesitas saber para llegar hasta el final estd
explicado en el libro. Siempre serd de agradecer que ya hayas peleado
con ecuaciones y demds, pero con que te asegures de leer con el cerebro
puesto no deberia haber problema alguno. También tienes la opcién de
acusar a los autores de completos ineptos en caso de que no te enteres
de nada, y asunto zanjado.

El asunto que nos traemos entre manos se nos antoja espectacu-
larmente hermoso. Cuando profundices en el libro, descubrirds cémo
partiendo de unas ideas muy sencillas se pueden obtener conclusiones
muy potentes relacionadas con el comportamiento de las enfermeda-
des. Vas a degustar cémo se despliega todo el poder matematico para
enfrentarse a problemas que distan mucho de ser los tipicos en los que
uno esperaria encontrar férmulas y ecuaciones. Nos parece prodigioso
que podamos hacerlo, y por eso queremos compartirlo contigo.

Hemos estado muy tentados de introducir capitulos sobre distintas
enfermedades como la viruela, el sarampién o el ébola y comparar su
evolucién con lo que aprendemos de los modelos matematicos. Pero
finalmente hemos optado por no hacerlo. Las razones son simples: por
un lado, la extensién del libro excederia lo deseable; por otro lado, aqui
se van a introducir muchos conceptos e ideas que necesitarin de una
breve pero intensa reflexién, con lo que agobiar a nuestros queridos
lectores con comparativas entre modelos y realidad se nos antojaba un
completo abuso de su tiempo. Tal vez en futuras ediciones retomemos
la idea, pero no esta vez.

Como dijo un tal Hawking, cada ecuacién o férmula en un libro de
ciencia dirigido al piblico general divide por dos el nimero de lectores.
Aun asi, en este libro hay muchas férmulas, y estin ahi porque nos
gusta quedarnos con la mitad de lectores que quieren que les cuenten
las cosas como son de verdad, mds alld de unos cuantos ejemplos sim-
paticos, unas alambicadas analogias y varias anécdotas histéricas. Aqui
solo se habla de matematicas.
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Llegados a este punto, quiza te preguntes cémo consumir este libro.
Lo ideal seria que te hicieras con lapiz y papel e intentaras, a las bravas,
reproducir los pocos cilculos que hay. Estamos seguros de que se te
dibujard una gran sonrisa de satisfaccién cuando consigas hilvanar un
modelo matemitico a tu aire y sin mds ayuda que la de este humilde
libro.

Si, si, sabemos que te mueres de ganas por profundizar en eso de las
matemdticas y las enfermedades. Asi que no te haremos esperar mds.
En el libro encontrards, nada mds empezar, cuatro capitulos donde ha-
blaremos de teoria de grafos, teoria de juegos, funciones y ecuaciones
diferenciales —aunque no se diga—. Si con esa retahila de nombres
no te mueres de ganas de ir al primer capitulo no sabemos qué mas te
puede dar el empujén. El objetivo es llenar nuestras mochilas con los
conocimientos minimos necesarios para afrontar la tarea de modelar la
evolucién de enfermedades con hermosas matemiticas.

El quinto, el sexto y el séptimo capitulo son la esencia del libro. En
ellos construiremos —si, ti también— modelos matemdticos simples
para describir c6mo evoluciona una enfermedad, cuindo se producen
epidemias y si matemdticamente hablando es tan bueno vacunarse
como dicen. Empezaremos con modelos simples y luego los traslada-
remos a poblaciones estructuradas en forma de grafos.

El octavo capitulo es una maravilla que, sin duda alguna, te sabrd
a poco. En €l te vas a enfrentar a unas cuantas verdades que probable-
mente ya has intuido alguna vez, pero que aqui verds bajo una perspec-
tiva matemadtica. En concreto, nos centraremos en el movimiento an-
tivacunas. Sin alarmismos ni sermones, con matemadticas y poco mds.

No te entretenemos mds, pues debes de tener ganas de empezar
este viaje. Que disfrutes la lectura. Ah, y no olvides pasar por la bi-
bliografia si quieres seguir informandote sobre estos temas.

MM ) e
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Capitulo 1:
Mundos pequenios
y amigos populares

Comenzamos nuestro recorrido por esas matemdticas que se
encargan de velar por nuestra salud presentando a unos simpé-
ticos objetos matematicos de apariencia simple pero con una po-
tencia fascinante en el modelado y resolucién de problemas, en
ocasiones, endiabladamente complicados: los grafos. La teoria
de grafos nos brinda una forma de pensar de indudable valor a
la hora de entender, por ejemplo, la estructura de las redes so-
ciales en general. Las redes sociales virtuales —como Facebook
o Twitter— son elementos omnipresentes en nuestra sociedad
actual, pero en realidad una red social puede estar compuesta
por las amistades en el patio de un colegio o cualquier conjunto
de individuos que se relacionan, dos a dos, siguiendo una deter-
minada norma.

Teoria de grafos: Un aperitivo

La teoria de grafos, en pocas palabras, se ocupa de repre-
sentar grafica y ordenadamente las relaciones, dos a dos, entre
elementos —individuos— de un determinado conjunto —comu-
nidad—. Formalmente, un grafo es una pareja de conjuntos: un
primer conjunto a cuyos elementos llamamos vértices o nodos 'y
un segundo conjunto cuyos elementos son parejas de vértices del
primero, a las que llamamos aristas y que representan la existen-
cia de algun tipo de relacién entre ambos elementos.

21
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Podemos visualizar un grafo mediante un conjunto de puntos,
que representarian los vértices del grafo unidos entre si por esa serie
de lineas llamadas aristas, como se muestra en la figura 1.1.

Figura 1.1. Grafo de cuatro vértices y cuatro aristas.

Imaginemos que tenemos cuatro individuos y que queremos ver
las relaciones de amistad entre ellos. Los individuos son Ana, Berto,
Clara y Daniel. Resulta que Ana es amiga de Berto y Clara. Berto
también es amigo de Clara. Por dltimo, Daniel y Clara también son
amigos.

Para hacer la cosa mds matemitica y, por lo tanto, mds clara, va-
mos a utilizar simplemente las iniciales de nuestros protagonistas en
la construccién del grafo: Ana se representard por A, Berto por B,
Clara por C y Daniel por D. Ahora podemos dar una tabla, como la
que se muestra en la figura 1.2, para identificar quién es amigo de
quién.
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"X | Si|Si|No
=elsi | XK | Si | No
ol gi [ si | X s
%1 No | No | Si | X

Figura 1.2. En esta tabla se muestran las relaciones de amistad entre nuestros cuatro

protagonistas. En la diagonal hemos puesto cruces porque no consideramos que nadie sea amigo
de si mismo —no solemos leer a Paulo Coelho—. Esta tabla es una forma de ofrecer el grafo de

relaciones entre los individuos de nuestra muestra.

Esta tabla condensa —de forma muy elegante, a nuestro parecer—
la relacién entre los elementos involucrados en la poblacién que esta-
mos estudiando y nos dice cudl es la relacién que cada uno de ellos
mantiene con todos los demds. Tal vez podamos expresar esto de una
forma mds matematica atin. Tan solo vamos a reemplazar los sies por 1
y los noes y cruces por 0, como hemos hecho en la figura 1.3.

"lo[1]1]o0
=11 {01 ]o0
11110711
== 10 | &]1]D

Figura 1.3. Tabla matemdtica que nos da las relaciones entre los individuos que conforman la

poblacion de estudio.

¢Qué tiene que ver esta tabla con eso de los grafos? Bueno, la
cosa no puede ser mds sencilla. En esta tabla, que los expertos suelen
llamar matriz de adyacencia, se establecen quiénes son los individuos

23
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de la muestra que estamos estudiando y cudles son las relaciones en-
tre ellos. Podemos disponer los individuos de nuestro estudio como
puntos gordos o los vértices de un grafo, la eleccién es libre, da igual
c6mo se haga. Nosotros hemos elegido la disposicién de la figura 1.4.

ANA BERTC CLARA DANIEL

“lo[1]1]o0
=el1 0|1 ]o0
a1 ]1[0]1
*=]l0 [0 ]|1]0

©

e

Figura 1.4. Disposicion de los nodos del grafo que vamos a construir a partir de la grdfica.

En la figura 1.4 hemos dispuesto los nodos de un grafo. El si-
guiente paso es plasmar la relacién «son amigos» entre los individuos
de la comunidad que estamos estudiando. Es evidente que si A es
amigo de B, entonces B es amigo de A. La amistad, la de verdad, es
una relacién mutua entre dos personas. Si en la tabla hay un 1 en la
posicién (A, B) entonces también debe de haber un 1 en la posicién
(B, A). Esa relacién entre el elemento A y el elemento B se represen-
ta en el grafo mediante una arista, una linea, que une dichos nodos.
Siguiendo esa regla, el grafo obtenido serd el dado por la figura 1.5.
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10 [1[1]0O
==l1]oj|1 |0
e la |9 |0 |1
DANIEL 0 0 1 0

Figura 1.5. Una posible representacion del grafo de la tabla.

La posicién de los nodos carece de importancia en este contexto,
pues lo Gnico que importa aqui es la relacién entre los mismos. Lo
importante de un grafo no es su forma pictérica —entre otras co-
sas, porque hay infinidad de formas de representarlo—, sino lo que
podriamos llamar su estructura de relaciones, porque es verdad que
la informacién de un grafo estd en su tabla de relaciones —o en su
matriz de adyacencia, si queremos ser formales—.

Fijémonos en que en el ejemplo que hemos puesto el grafo inicial
representado en la figura 1.1 tiene la misma estructura. Un hecho
distintivo es que entre los elementos A-B-C aparece un tridngulo.
Da igual cémo lo representemos, ya que ese tridngulo aparecerd in-
dependientemente del dibujo concreto que tracemos para el grafo.
Ese tridngulo es importante porque nos indica que hay una relacién
de amistad, dos a dos, entre A, B y C; y que cada uno de ellos es ami-
go de los otros dos. Llegados a este punto, trataremos de corregir un

25
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error muy extendido socialmente: en ocasiones, nos referimos a una
relacién como la mostrada en la figura 1.6 con el término tridngulo
amoroso'y, evidentemente, es incorrecto.

Figura 1.6. Una representacion de las relaciones en un mal llamado tridngulo amoroso.

En este tipo de relaciones, las de la figura 1.6, en realidad esta-
mos hablando de un grafo amoroso. En concreto, de un K ,,4Mor0s0,
que es como se designa matemdticamente a este grafo. Y ademis,
suena mds moderno.

Pero sigamos. El tipo de grafo que estamos usando en los ejem-
plos iniciales se conoce como grafo no dirigido o, simplemente, grafo,
ya que las aristas indican una relacién mutua entre los nodos que
unen. Esta relacién mutua puede ser de amistad, de pertenencia a la
misma clase del cole o de coincidencia en el afio de nacimiento, por
ejemplo. Puede servir cualquier variable que se nos ocurra, siempre
que la relacién sea mutua y simétrica. Un ejemplo de red social muy
conocida con un grafo no dirigido es Facebook, donde se establecen
relaciones de «amistad». Y evidentemente, la amistad es una relacién
simétrica, o al menos eso es lo que nos gusta creer.

A poco que recapacitemos, descubriremos que no todas las rela-
ciones son mutuas ni simétricas. Por ejemplo, podriamos poner el
siguiente caso abusando de la amabilidad de nuestros amigos Ana,
Berto, Clara y Daniel. Lo que vamos a establecer ahora son las rela-
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ciones de admiracién —profesional, deportiva o de otro tipo— entre
ellos:

Ana admira a Berto y a Clara.

Berto admira a Clara y a Daniel.

Clara solo admira a Berto.

Daniel admira a todos sus compaieros.

Ahora la relacion elegida para construir nuestro grafo es «admirar
a». Esta relacion no tiene por qué ser mutua y simétrica. JIe atreves
a construir la tabla de relaciones o matriz de adyacencia en este caso?
La solucién estd dada en la figura 1.7 que representa a Ana con la A,
a Berto con la B, a Clara con la C y a Daniel con la D.

ol 1110
lo |01 |1
‘o |1]0]oO0
ol 1 |11 ([1]0

Figura 1.7. Esta es la tabla de la relacion «admirar ay segun las instrucciones dadas en el texto.

Como se observa en la figura 1.7, la estructura de la tabla no es
simétrica, como ocurria en el caso anterior, porque la relacién elegida
tampoco lo es. Para representar graficamente este tipo de situaciones,
hemos de darles a las aristas un sentido, es decir, hemos de indicar
de qué nodo sale y a qué nodo llega la arista para indicar el sentido
de la relacién establecida entre dichos nodos. Si hacemos eso, nues-
tro grafo quedaria tal y como se ve en la figura 1.8. Eso si, debemos
tener cuidado con el sentido de lectura de la tabla. El sentido natural
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es empezar por las filas e ir comprobando cada columna. Asi, em-
pezamos por la fila superior, la fila de Ana, la primera fila o fila A,y
vamos viendo con qué elementos de las restantes columnas tiene la
relacién de admiracién. El sentido de lectura en el caso anterior no
era tan importante, gracias a la simetria de la relacién con la que se
conformaba el grafo, pero en este nuevo caso si seremos cuidadosos
con este detalle.

Figura 1.8. Grafo de las relaciones de admiracion entre nuestros protagonistas.

No deberia sorprender a nadie saber que a este tipo de grafos se
les denomine grafos dirigidos. Los ejemplos populares que podemos
ofrecer son Twitter e Instagram, ya que en ambas redes sociales ta
puedes seguir a alguien que no tiene por qué seguirte a ti.

La definicién de grafo y sus propiedades son féciles de enunciar y
de entender, lo que lo convierte en un bello campo de las matemiti-
cas. Sin embargo, su potencia a la hora de resolver problemas es una
de las maravillas conquistadas por la mente humana. Los grafos se
emplean profusamente en sociologia, en computacién y en el estudio
de redes sociales, mercados y empresas, entre muchos otros dmbitos.
Desgraciadamente, ain no han logrado introducirse en los temarios
de Matemiticas de colegios e institutos, lo cual serfa altamente pro-
vechoso en pleno siglo xx1.
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Un detalle de los grafos: La valencia de un nodo

La teoria de grafos es una monumental obra matemdtica que no
podemos abarcar integramente en este libro. Su grado de formalidad
y sus requerimientos técnicos pueden ser tan altos como queramos:
en ella se necesitan elementos de la teoria de probabilidades, el 4l

gebra, la combinatoria, las funciones generatrices y una larga lista
de exquisiteces matemdticas. Dicho en otras palabras: pese a usar
abundantes dibujitos, se trata de una matemitica tan compleja como
la que mas. Tal vez te parezca que esta reivindicacién nos ha salido
de las entranas y que posiblemente no venia a cuento, pero ahi queda.

Aunque no podemos ahondar en toda la teoria de grafos, si que
vamos a introducir un par de conceptos que nos serdn de utilidad
en la segunda parte de este libro. Nos referimos a la wvalencia —o
grado— de un nodo'y a la wvalencia media —o grado medio— de los
nodos de un grafo. Para simplificar al maximo la discusién, ahora
nos centraremos en grafos no dirigidos. En el siguiente capitulo nos
encontraremos con algunas otras ideas fundamentales de la teoria de
los grafos y las redes complejas.

Valencia de un nodo

La valencia de un nodo es simplemente el nimero de aristas que
conectan con ese nodo. Mis ficil, imposible.

Volvamos a nuestro ejemplo representado en la figura 1.5 y pre-
guntémonos por la valencia del nodo que representa a Berto. Para
empezar, conviene que recordemos que a Berto le hemos asignado
el nodo identificado con la letra B. Asi pues, nos situamos en dicho
nodo y contamos las aristas que conectan con el mismo. Esa seria la
version pictdrica para calcular la valencia del nodo que representa a
Berto. Podriamos también emplear la tabla de relacién o la matriz
de adyacencia para calcular dicha valencia. En ese caso, lo Gnico que
tenemos que hacer es sumar el nimero de elementos igual a 1 que
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hay en la segunda fila o en la segunda columna, la que queramos, ya
que la tabla es simétrica. Independientemente de cémo lo hagamos,
el resultado es siempre el mismo: la valencia del nodo B, que repre-
sentaremos por %, es igual a 2. Por lo tanto, la valencia del nodo B
se escribe 4,=2. Podemos verlo en la figura 1.9.

AloJg1Y¥1]o0
1 Jo)1 ]| oD

Cl1 11]o1

Dokoj1 0

Figura 1.9. Cdlculo de la valencia del nodo B de este grafo.

Asi podemos hacer una lista de todas las valencias de los nodos
de este grafo:

El nodo A tiene valencia 2, £ =2
El nodo B tiene valencia 2, 2,=2.
El nodo C tiene valencia 3, 4 =3.
El nodo D tiene valencia 1, 2, =1
A la vista de esta informacién, podemos afirmar que el nodo C
es el mds conectado con esta red o grafo. Por contra, el nodo D es
el que menos conexiones ha establecido en la red. En términos de
popularidad, considerada simplemente como nimero de conexiones
o valencias, podemos afirmar que en este grafo el nodo C es mucho
mads popular que el nodo D. De todos modos, la cuestién de la popu-
laridad de un nodo en una red es un tema muy importante, y por tan-
to lo desarrollaremos con més profundidad en el siguiente capitulo.
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Valencia media de los nodos

A veces es interesante saber cudl es la valencia media de los nodos
de un grafo. Esta valencia media se calcula simplemente sumando las
valencias individuales de cada nodo y dividiendo el resultado por el
numero total de nodos presentes en el grafo.

En nuestro caso, la valencia media de los nodos del grafo resul-
tarfa de sumar 2+2+3+1 y dividirlo por 4 nodos, que son todos
los que existen en la red que estamos estudiando. El resultado de la
valencia media de los nodos de nuestro grafo es 2, lo cual se suele
representar como <£>=2. La informacién que obtenemos de esto es
la conexién tipica en el grafo que estamos estudiando.

Para grafos dirigidos, la cuestién es mds sutil, ya que para un
nodo se puede definir la valencia de entrada —de todas las aristas
que apuntan a dicho nodo— y la valencia de salida —de todas las
aristas que salen de dicho nodo—. Consecuentemente, se podrd ha-
blar de valencias medias de entrada y de salida. No ahondaremos
mds en esto porque no emplearemos mucho mds los grafos dirigidos,
de modo que nos basta con que los conozcas.

Tus amigos tienen mas amigos que ta

El titulo de esta seccién hace referencia a la conocida como para-
doja de la amistad. En lenguaje llano, esta paradoja expresa justamente
este hecho: «Tus amigos tienen mds amigos que td. De media».

La afirmacién es demoledora, para unos mis que para otros,
pero no es de extrafiar que cuando entramos en una red social como
Facebook o Twitter tengamos la sensacién de que nuestros amigos
son mds populares, o bien tienen mds amigos en Facebook o mis
seguidores en Twitter.

Este hecho se ve refrendado por la teoria de grafos, aunque su
formulacién ha de ser un poco mds formal. La paradoja de la amis-
tad se puede expresar del siguiente modo: «El nimero promedio de
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amigos de tus amigos es siempre mayor que tu nimero de amigos en
el grafo».

En principio suena un poco a supercalifragilisticoespialidoso, pero
vamos a analizarlo con mds detalle —y un ejemplo— para probar
que esta afirmacién no tiene nada de paradéjica, a poco que inda-
guemos en ella.

¢Coémo calculamos ese nimero promedio, la media de amigos de
tus amigos? Para ello vamos a seguir los siguientes pasos:

1.- Le pedimos a cada miembro del grupo que nombre a sus ami-
gos. El resultado estd en la figura 1.10.

Mis amigos son

) (9 ()
'y -, v,
Om®) O 6
..D.. — V.C.‘

Figura 1.10. Cada nodo nombra a sus amigos.

En total se nombra a 8 amigos. Evidentemente, el nodo C apare-
ce como amigo en 3 ocasiones y el nodo D solo aparece como amigo
de alguien en una ocasién. Pero aqui lo que nos interesa es el nimero
total de amigos nombrados por todos los miembros de nuestra red.

2.- Ahora a esos amigos nombrados les pedimos que nos digan cudn-
tos amigos tienen, es decir, les preguntamos por la valencia de su nodo.
Esa informacién aparece en la siguiente figura al lado de cada nodo:



Mundos pequenios y amigos populares  Capitulo 1

Mis amigos son
- PP
T =R =
N ol 2
o— 7

Figura 1.11. Cada amigo de cada nodo nos dice cudntos amigos tiene. Y si, hay que contarlos

cada vez que sean nombrados.

Resulta muy sencillo: tan solo hemos de contar el total de amigos
que dicen tener los amigos nombrados anteriormente por los nodos
preguntados en primer lugar. Vamos a representarlo en una tabla, pues
suele quedar todo mds ordenado.

Individuo N.° de amigos N.° de amigos de sus Media de amigos
amigos de sus amigos

A 2 2,3 5/2=2,5

B 2 2,3 5/2=2,5

C 3 2,2,1 5/3=1,6

D 1 3 3/1=3

Como vemos, salvo el individuo C, el resto tiene menos amigos
que la media de amigos de sus amigos. Dicho de otra manera, salvo
el individuo C, todos estin afectados por la paradoja de la amistad.
A decir verdad, la paradoja de la amistad afecta a un porcentaje muy
alto de nodos del grafo, pero unos cuantos se salvan, y los modernos
llaman a estos nodos afortunados influencers.

No te preocupes si has llegado hasta este punto y sientes cier-
to desasosiego. Eso no significa que seas menos popular que tus
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amigos. Basta que tengas un amigo muy popular entre tus circulos
de cualquier red de tu gusto para que sea nombrado muchas veces
y haga que se tenga que contar muchas veces su respuesta de entre
su propio nimero de amigos, es decir, su valencia en el nodo. Ese
es todo el secreto. Asi pues, lo que la paradoja de la amistad implica
es que la mayoria de nosotros —salvo los influencers— tenemos un
amigo —o varios—mucho mds popular que nosotros, y es él quien
hace que, al calcular la media, esta tenga un valor mds alto.

Es imposible comprobar entre todos los seres humanos la
hipétesis que estamos discutiendo. Para ello deberfamos tener una
base de datos con todos los humanos incluidos y con todos los
amigos de todos y cada uno de nosotros. Esa es una tarea que por
el momento no estd a nuestro alcance. Sin embargo, la aparicién
de las redes sociales en Internet ha hecho posible que podamos
acercarnos cada vez mds a esclarecer si esta hipdtesis es cierta o
no. En 2011 se hizo un estudio en todo Facebook, donde se con-
sideraron 721 millones de usuarios que habian establecido 69000
millones de amistades. Este trabajo llevado a cabo por Ugander,
Karrer, Backstrom y Marlow, todos ellos empleados de Facebook,
constaté que el 93% de los usuarios tienen menos amigos que el
promedio de amigos de sus amigos. Estimaron que el usuario tipi-
co de Facebook tenia un promedio de 190 amigos y que el nimero
promedio de los amigos de sus amigos ascendia a 635. Sin duda, las
redes sociales en Internet son un gran laboratorio para comprobar
las ideas de la teoria de grafos.

Aunque ain no se haya probado la afirmacién de que tus amigos
tienen mds amigos que tu, en el sentido explicado, todos los estu-
dios con distintos grafos que modelan distintas relaciones parecen
indicar que es totalmente cierta.

Este hecho es el fundamento de muchas campafias de venta. El
ejemplo tipico es la técnica de venta de una conocida marca de fiam-
breras y utensilios de cocina. Esta técnica consiste en hacer que al-
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guien invite a sus amigos a su casa —en definitiva que nombre a sus
amigos— y venderles a estos ultimos, de modo que el que ha nom-
brado recibe regalos simplemente por invitar a sus amigos a su casa.
La razén ahora ha de quedar clara, tus amigos tienen mas amigos
que ta. Todas las campafias de «Irae dos amigos y te sale gratis tal
cosa o te regalamos tal o cual otra» se fundamentan en este resultado
de la teoria de grafos, lo sepan o no quienes participan en dichas
campanas.

Un mundo realmente pequeiio

Vivimos en una etapa de la historia donde la globalizacién cam-
pa a sus anchas. Como individuos, estamos mds conectados con el
resto del mundo que en cualquier otro tiempo pasado. Parece ser
como si hoy dia pudiéramos

contactar con cualquiera en un Estamos mas
ndmero muy quUCﬁO de pasos. conectad OS

Simplemente tenemos que en-

contrar un amigo que conozca con el resto del
a un amigo que conozea a un - mMundo que en

amigo que...

Desde finales de la década cuanUier otro
de los 60 del pasado siglo, se tiempo pasadO».

ha puesto sobre la mesa una

hipétesis que ain no hemos podido comprobar. La hipétesis en cues-
tién dice: «Cualquier persona del mundo puede contactar con cual-
quier otra en 6 pasos como mdximo, es decir, con 5 intermediarios
0 Menos».

Esta es la famosa hipétesis de los seis grados de separacion o del
mundo pequerio. La idea parece atractiva, pero nos resistimos a
aceptarla. ;Cémo voy a contactar con Obama, por ejemplo, en seis
pasos o menos? Si, cuesta aceptar esa hipétesis sin poner objecién
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alguna. Pero aqui cabe contar una anécdota que protagonizé Alberto
Mirquez, matemitico espaiiol de la Universidad de Sevilla, experto
en grafos y geometria computacional, mientras impartia un curso de
esta temdtica.

Al explicar Alberto la hipétesis del mundo pequefio o de los
seis grados de separacién, un alumno lo reté a demostrar que él, el
alumno, estaba conectado con Kim Jong-un, el dictador norcoreano,
en seis pasos o menos. Alberto, que sabia que este alumno —de la
Universidad de Alicante— jugaba al baloncesto, comenzé un peque-
flo interrogatorio con una inocente pregunta:

—TJuegas al baloncesto, ¢verdad?
La respuesta del alumno fue afirmativa.

A partir de este dato, Alberto hilvand el siguiente camino hacia
Kim Jong-un:

Preguntas de Alberto Respuestas del alumno

. Conoces a alguien de la Si
federacion valenciana de

baloncesto?
Esa persona, jconoce a Si

alguien de la federacion
espafola de baloncesto?

¢ Conoce a alguien que Si
juegue en la NBA?

.Conoce a algulen que Sl
conozca a Dennis
Rodman?

Demasiado impresionante para nuestro gusto. A nosotros nos da
que pensar.
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Evidentemente, es imposible comprobar la veracidad de esta
hipétesis de los seis grados de separacién, porque para ello también
deberiamos tener acceso a la mencionada base de datos con todos los
seres humanos vivos en este momento y todas sus relaciones de amis-
tad. En efecto, hoy por hoy, eso no es manejable. De hecho, posible-
mente ni td mismo sepas hacer la lista de toda la gente que conoces.

Lo que si podemos afirmar, como en el caso anterior, es que todos
los estudios realizados con poblaciones mucho mds pequefias indican
no solo que la idea puede ser acertada, sino que es posible que el
numero de pasos necesarios para contactar con cualquier persona sea
sensiblemente menor que 6. En un estudio llevado a cabo en 2012
en Facebook, derivado del anterior, se dedujo que la separacién tipi-
ca entre cualquier usuario de Facebook con cualquier otro rondaba
el 4,74. Es decir, la distancia es menor que 5 y, de hecho, solo se
necesitarian 3,74 intermediarios para contactar con cualquiera. Eso
nos presenta un mundo mucho mas pequefio de lo que cabria esperar.
Recordemos que la muestra de usuarios de Facebook equivale a un
10% de la poblacién mundial actual, lo cual empieza a ser significa-
tivo. En 2011, en Twitter, la separacién media entre dos usuarios, de
los 500 millones de usuarios de esta red social, era de 3,43 usuarios.
Interesante. O tal vez no.
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